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1.Funkcja Kwadratowa z Parametrem

Zadanie 1. [2015 maj SF, zad. 3. (6 pkt)]
. ’ . ’ ’ . 2
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych rownanie (m2 —m)x“ —-x+1=0 ma

dwa roézne rozwigzania rzeczywiste x,, x, takie, ze —— < T <
X X
1 2

Zaglanie 2. [2016 czerwiec NF, zad. 12. _(4 pkt)] ) ) )
Liczba m jest sumg odwrotnosci dwoch réznych pierwiastkow rownania

k°x* +(k=Dx+1=0, gdzie k #0.
Wyznacz zbi16r wartosci funkcji okreslone) wzorem f(x)=2".
Zadanie 3. [2016 maj NF, zad. 12. (6 pkt)]
Dany jest tréjmian kwadratowy f(x)=x>+2(m+1)x+6m+1. Wyznacz wszystkie
rzeczywiste wartosci parametru m, dla ktorych ten troymian ma dwa rézne pierwiastki x,, x,

tego samego znaku, spelniajgce warunek |xl - x2| <3.

Zadanie 4. [2016 czerwiec SF, zad. 3. (5 pkt)]
—-m
=0 ma dwa
m-—3

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych réwnanie x° +3x+

rézne rozwigzania rzeczywiste x,, x, spelniajace warunek x; +x; >-9.

Zadanie 5. [2017 czerwiec SF, zad. 9. (6 pkt) NF zad. 13]
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m , dla ktorych rownanie x* —3mx+2m’+1=0 ma

dwa r6zne rozwigzania takie, ze kazde nalezy do przedziatu (—, 3).

Zadanie 6. [2017 maj NF, zad. 12. '(5 pkt); SF zad. 3] )
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m , dla ktorych rownanie

4x* —6mx+(2m+3)(m-3)=0
ma dwa rézne rozwigzania rzeczywiste x; 1 x,, przy czym x, < x,, spelniajace warunek
(4x,—4x, —1)(4x, —4x, +1)<0.

Zadanie 7. [2018 cgerwiec NF,_ zad. 14. (6 pkt); SF zad. 9] _
Wyznacz wszystkie wartosci parametru 7, dla ktérych rownanie

X’ =3mx+(m+1)(2m-1)=0

. . = . & ; 1
ma dwa rézne rozwigzania x,, x, spelniajace warunki: x,-x, #0 oraz 0 <—+—<
X X
l 2

w |

Zadanie 8. [2018 maj NF, zad. 12. (6 pkt); SF zad. 9]
. e 7 ¢ . 2
Wyznacz wszystkie warto$ci parametru n, dla ktorych réwnanie x° +(m+1)x—m’ +1=0 ma

dwa rozwiazania rzeczywiste x, i x, (x, #x, ), spelniajace warunek x’ +x,” > -7xx,.
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Zadanie 9. [2019 maj SF, zad. 1.. (5 pkt)]

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych funkeja kwadratowa [ okreslona
wzorem

I (@)= (2m+ l)x2 +(m+2)x+m-3
g 5 2 . B 2
ma dwa rozne pierwiastki rzeczywiste x;, x, spelniajace warunek (x, —x,) +5xx, > 1.

Zadanie 10. [2019 czerwiec NF, zad. 12. (6 pkt)]
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie

45 +(2—4m)x+m* —-m-2=0

3 s s 5 : % 5 K g 2 2
ma dwa rozne dodatnie rozwigzania x;, x, spelniajgce nierdéwnos¢ ;" +x,” < IT

Zadanie 11. [2020 maj NF, zad. 11. (4 pkt)]
Dane jest rownanie kwadratowe x?— (3m +2)x + 2m? + 7m — 15 = 0 z niewiadoma x. Wy-
ZNACE wszystkiu wartosci parametru m, dla ktérych rézne rozwiazania x i x; tego réGwnania
istnieja i spelniaja warunek

2x% + 5x1%p + 2x3 = 2.

2.Wielomiany
Zadanie 1. [2014 czerwiec, zad. 9. (5 pkt)]

Reszta z dzielenia wielomianu W () = 62 + (m + 4)a? — 20 — 1 przez dwumian x — m
jest rowna 8. Oblicz wartos¢ m oraz pierwiastki tego wielomianu.

Zadanie 2. [2014 Informator CKE, zad. 5. (2 pkt)]

Wielomian W(’C) =x"+2x - 5¢° —6px+9 jest podzielny przez dwumian x—1. Oblicz p.

Zakoduj pierwsze trzy cyfry po przecinku nieskonczonego rozwinigcia dziesigtnego
otrzymanego wyniku.

Zadanie 3. [2014 maj, zad. 10. (5 pkt)]
Wyznacz wszystkie calkowite wartosci  parametru m, dla ktorych rownanie
(x3 1 2%% 4 2%+ l)[x2 —(2m+1)x+m* + m] =0 ma trzy, parami r6zne, pierwiastki

rzeczywiste, takie ze jeden z nich jest srednig arytmetyczng dwoch pozostatych.

Zadanie 4. [2015 maj NF, zad. 15. (6 pkt)]
Suma wszystkich czterech wspolczynnikéw wielomianu W (x) =x’ +ax’ +bx+c jest

rowna 0. Trzy pierwiastki tego wielomianu tworzg cigg arytmetyczny o roznicy réwnej 3.
Oblicz wspolezynniki a, b 1 ¢. Rozwaz wszystkie mozliwe przypadki.
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Zadanie 5. [2015 maj SF, zad. 2. (5 pkt)]
Dany jest wielomian W (x)=x’ —3mx’ +(3m’ —1)v—=9m> +20m+4. Wykres tego

wielomianu, po przesuni¢gciu o wektor 17=[—3, 0], przechodzi przez poczatek ukladu

wspotrzednych. Wyznacz wszystkie pierwiastki wielomianu .

Zadanie 6. [2016 maj SF, zad. 2. (5 pkt)]
Wielomian 7 (x)=2x> + mx* —=22x+n jest podzielny przez kazdy z dwumianéw x+3

1 x—4. Oblicz wartosci wspolczynnikow n i m oraz rozwiaz nierowno$é¢ W (x)=0.

Zadanie 7. [2017 maj NF, zad. 5. (2 pkt)]
Reszta z dzielenia wielomianu W (x)=x’ —2x° +ax+% przez dwumian x—2 jest rGwna 1.
Oblicz wartos¢ wspolczynnika a.

W ponizsze kratki wpisz kolejno trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwinigcia dziesigtnego
otrzymanego wyniku.

Zadanie 8. [2017 maj SF, zad. 2. (5 pkt)]
Dany jest wielomian W (x)=2x’+ax*—13x+b. Liczba 3 jest jednym z pierwiastkow tego

wielomianu. Reszta z dzielenia wielomianu 7 (x) przez (x+2) jest réwna 20. Oblicz

wspolezynniki a 1 b oraz pozostale pierwiastki wielomianu 7 (x).

Zadanie 9. [2018 czerwiec NF, zad. 8. (3 pkt)]

. . 2 . . . -
Wykaz, ze rownanie x° +x* =2 (.\‘4 +x— l) ma tylko jedno rozwigzanie rzeczywiste x =1.

Zadanie 10. [2018 czerwiec SF, zad. 10. (6 pkt)]
Wielomian W (x)=x’+cx’—10x+d jest podzielny przez dwumian P(x)=x+2. Przy

dzieleniu wielomianu W (x) przez dwumian Q(x)=x—1 otrzymujemy reszte (—30). Oblicz

pierwiastki wielomianu /7 (x) irozwiaz nieréwnos¢ W(x)=>0.

Zadanie 11. [2018 maj SF, zad. 8. (5 pkt)]

: 2 . i ; . )
Liczba % jest pierwiastkiem wielomianu W(x)=5x>-7x* =3x+ p. Wyznacz pozostale
pierwiastki tego wielomianu i rozwigz nieréwnosé¢ W (x)> 0.

Zadanie 12. [2019 maj SF, zad. 6. (5 pkt)]
Wielomian okreslony wzorem W (x)=2x’ +(n73 + 2)x2 —11x—2(2m+1) jest podzielny przez

dwumian (x—2) oraz przy dzieleniu przez dwumian (x+1) daje resztg 6. Oblicz m oraz

pierwiastki wielomianu 7 dla wyznaczonej wartosci m.
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3. Wykresy funkcji

Zadanie 1. [2014 maj, zad. 1. (4 pkt)]
|x+3|+|x—3|

Dana jest funkcja f okreslona wzorem f(x)= dla kazdej liczby rzeczywistej

x # 0. Wyznacz zbi6r wartosci tej funkcji.

Zadanie 2. [2015 maj NF, zad. 7. (2 pkt)]
Liczby (—1) i 3 sg miejscami zerowymi funkcji kwadratowej /. Oblicz

Zadanie 3. [2016 maj NF, zad. 10. (4 pkt)]
Wyznacz wszystkie wartosci parametru a, dla ktérych wykresy funkcji /1 g, okreslonych

wzorami f(x)=x-2 oraz g(x)=5-ax, przecinajg si¢ w punkcie o obu wspolrzgdnych
dodatnich.

Zadanie 4. [2016 czerwiec SF, zad. 11. (4 pkt)]  (nie obowiqzuje na maturze 2021)
Na rysunku przedstawiono fragment wykresu funkcji wykladniczej okreslonej wzorem
f(x)= (%) . Rozwazamy funkcj¢ g okreslong wzorem g(x)= |f(x+3)—2|. Wyznacz

wszystkie warto$ci parametru &, dla ktorych réwnanie g(x)=k ma dwa rozwigzania takie,

ze ich iloczyn jest liczbg ujemna.

Zadanie 5. [2018 maj NF, zad. 5. (2 pkt)]  (nie obowigzuje na maturze 2021)
Punkt 4=(-5,3) jest $rodkiem symetrii wykresu funkcji homograficznej okreslonej wzorem

f(x)=ax—+7, gdy x #—d . Oblicz iloraz i
x+d a

W ponizsze kratki wpisz kolejno cyfre jednosci 1 pierwsze dwie cyfiy po przecinku
nieskonczonego rozwinigcia dziesigtnego otrzymanego wyniku.




Zadania matura rozszerzona (otwarte)
Zadanie 6. [2019 maj SF, zad. 1. (5 pkt)]

Funkeja f jest okreslona wzorem f () =——x+3l\ | dla kazdej liczby rzeczywistej

x # =2 . Wyznacz zbior wartoscei tej funkeji.

Zadanie 7. [2019 czerwiec SF, zad. 1. (5 pkt)
%+ 2| x+2

Funkcja f jest okreslona wzorem f(x)= 1 | |
*— ¥—

——+3 dla kazdej liczby rzeczywistej

x #1. Wyznacz zbidr jej wartosci.

4. Dowody Algebraiczne

Zadanie 1. [2014 czerwiec, zad. 3. (3 pkt)]

Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej & i kazdej liczby rzeczywistej y prawdziwa jest
nierownosc
z{z—-1)+yly—1)z2ay—1

Zadanie 2. [2014 grudzien, zad. 13. (3 pkt)]

Wykaz, ze jezeli a>b=>1, to

2+a® 2+ b3 .
Zadanie 3. [2014 grudzien, zad. 14. (4 pkt)]
Wykaz, ze jezeli a,f,y sa katami wewnetrznymi tréjkata i sin® « +sin® f<sin® y, to

cosy <0.

Zadanie 4. [2014 Informator CKE, zad. 2. (3 pkt)]
3(1-m)

m

Niech m =log,, 7. Wykaz, ze log, 27 =

Zadanie 5. [2014 Informator CKE, zad. 6. (3 pkt)]
Wykaz, ze dla kazdej liczby catkowitej k liczba & (k+1)(k + 9)(k2 + 1) jest podzielna przez 5

Zadanie 6. [2014 Informator CKE, zad. 7. (2 pkt)]

Udowodnij, ze jesli a>0 1 b>0 oraz a+b =1 to abS%

Zadanie 7. [2014 maj, zad. 4. (3 pkt)]
Udowodnij, ze dla kazdych dwoch liczb rzeczywistych dodatnich x, y prawdziwa jest

nierownos¢ (x+l)£+ (y+l)Z 52
y x
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Zadanie 8. [2015 czerwiec NF, zad. 8. (3 pkt)]

Niech a =log,, 2. Wykaz, ze log, 64 = 16_a .
—-a

Zadanie 9. [2015 maj NF, zad. 8. (3 pkt)]
Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x prawdziwa jest nierdwnosc¢

2 =% —=2%4330.

Zadanie 10. [2015 maj SF, zad. 1. (3 pkt)]
Wykaz, ze dla kazdej dodatniej liczby rzeczywistej x réznej od 1 oraz dla kazdej dodatnie)
liczby rzeczywistej y réznej od 1 prawdziwa jest rownosc

log, (xy)-log, ( E j =log, (xy)-log, ( 4 ) :

X X

Zadanie 11. [2016 czerwiec NF, zad. 8. (4 pkt)]
Wykaz, ze dla a, b, ¢, d >0 prawdziwa jest nierdwnos¢ va+b -Ne+d =~Jac ++/bd .

Zadanie 12. [2016 maj NF, zad. 8. (3 pkt)]
Wykaz, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych x 1 y takich, ze x*+y° =2,
prawdziwa jest nier0wnos¢ x+ y <2.

Zadanie 13. [2016 czerwiec SF, zad. 5. (3 pkt)]
Wykaz, ze jesli a,b,c sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi takimi, ze a+b+c=0, to

3(az+b2 +cz)=(a—b)2+(b—c)2 +(c—a)2.

Zadanie 14. [2016 maj SF, zad. 7. (3 pkt)]
Reszta z dzielenia liczby naturalnej a przez 6 jest rowna 1. Reszta z dzielenia liczby
naturalnej b przez 6 jest rtéwna 5. Uzasadnij, ze liczba a’ — b’ jest podzielna przez 24.

Zadanie 15. [2017 czerwiec SF, zad. 2. (3 pkt)]

Wykaz, ze dla a =log, 3 +log. 27 ib= log 3 —log: 23 prawdziwa jest rownos¢ b = % .

5 a

Zadanie 16. [2017 czerwiec NF, zad. 7. (3 pkt)]
Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x 1 dla kazdej liczby rzeczywistej y prawdziwa
jest nierownos¢

5x° +y* —4xy+6x+9>0.

Zadanie 17. [2017 maj NF, zad. 7. (3 pkt); SF zad. 6]
Udowodnij, ze dla dowolnych roznych liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest nierownosé

X’y +2x*+2y* —8xy+4>0.



Zadania matura rozszerzona (otwarte)
Zadanie 18. [2018 czerwiec SF, zad. 6. (3 pkt)]
Dodatnie liczby rzeczywiste a 1 spelniaja  warunek
(a—b
log,

- ): %(bg2 a+log,b). Wykaz, ze dla liczb a i b prawdziwa jest réwnosé
a +b* =1lab.
Zadanie 19. [2018 maj NF, zad. 8. (3 pkt); SF zad. 3]

Udowodnij, ze dla kazdej liczby calkowitej & i dla kazdej liczby catkowitej m liczba k*m — km’
jest podzielna przez 6.

1 b takie, ze a>b,.

Zadanie 20. [2019 maj NF, zad. 8. (3 pkt)]

Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych x 1 y, takich ze x < y, 1 dowolne;j
. . . . x+a
dodatniej liczby rzeczywistej a, prawdziwa jest nierownosé i

+=>2.
y+a x

Zadanie 21. [2019 czerwiec NF, zad. 9. (3 pkt)]

Udowodnij, ze dla kazdej liczby nieparzystej n wyrazenie n° —3n" —n+19 jest podzielne
przez 16.

Zadanie 22. [2020 maj NF, zad. 9. (3 pkt)]
Liczby dodatnie a i b spelniaja réwno$é a* + 2a = 4b + 4b. Wykaz, ze a = 2b.

5. Ciagi
Zadanie 1. [2010 Informator CKE, zad. 24]
Dany jest ciag (a,) majacy te wlasno$¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n suma n poczat-
kowych wyrazéw tego ciagu jest rowna 3(7n% — n). Oblicz dwudziesty wyraz tego ciagu.
Wykaz, ze (ay) jest ciagiem arytmetycznym.
Zadanie 2. [2010 Informator CKE, zad. 31]

Wiedzac, ze dla sum czeSciowych pewnego ciagu geometrycznego o wyrazach dodatnich
prawdziwa jest rownosc S14 = 5 - S7, oblicz iloraz tego ciagu.
Zadanie 3. [2010 Informator CKE, zad. 35]
Wykaz, ze jezeli liczby b, ¢, 2b — a sa kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego to liczby
ab, b?, c* sa kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego.
Zadanie 4. [2010 maj, zad. 5. (5 pkt)]

O liczbach a, b, ¢ wiemy, ze ciag (a,b,c) jest arytmetyczny i a+c=10, za$ ciag
(a+1,b+4, c+19) jest geometryczny. Wyznacz te liczby.



Zadania matura rozszerzona (otwarte)

Zadanie 5. [2010 sierpien, zad. 11. (5 pkt)]
Ciag (a.b.c) jest geometryczny 1 a+b+c=26, za$ ciag (a—5.b-4,c-11) jest

arytmetyczny. Oblicz a, b, c.

Zadanie 6. [2011 czerwiec, zad.3. (5 pkt)]
Ciag (a.b.c) jest geometryczny. Ciag (3a+3. 2b. ¢—12) jest arytmetyczny i suma jego

dwoch pierwszych wyrazow jest rowna trzeciemu. Oblicz a. b. c.
Zadanie 7. [2011 maj, zad. 5. (4 pkt)]
O ciagu (x,) dla n>1 wiadomo, ze:

a) ciag (a,) okreslony wzorem a, =3" dla n>1 jest geometryczny o ilorazie g =27.
b) x + %+ tixg, =145,
Oblicz x,.

Zadanie 8. [2012 czerwiec, zad. 5. (5 pkt)]
W ciagu arytmetycznym (a"), dla n>1, dane sa a =-2 oraz roznica r=3. Oblicz

najwigksze n takie, ze a, +a, +...+a, <2012.

Zadanie 9. [2012 maj, zad. 5. (6 pkt)]

Trzy liczby tworza ciag geometryczny. Jezeli do drugiej liczby dodamy 8. to ciag ten zmieni
si¢ w arytmetyczny. Jezeli zas do ostatniej liczby nowego ciagu arytmetycznego dodamy 64.
to tak otrzymany ciag bedzie znéw geometryczny. Znajdz te liczby. Uwzgledniy wszystkie
mozliwoset.

Zadanie 10. [2013 czerwiec, zad. 10. (4 pkt)]
Liczby a,, a,, ..., a, sa dodatnie 1 w podanej kolejnosci tworza cigg geometryczny.

n

Uzasadnij, ze prawdziwa jest rownos¢ 4/a,-a,-...-a, = \/al d,..
Zadanie 11. [2013 maj, zad. 5. (5 pkt)]
Ciag liczbowy (a, b, ¢) jest arytmetyczny 1 a+b+c¢ =33, natomiast ciag (a—1, b+5, c+19)

jest geometryczny. Oblicz a, b, c.

Zadanie 12. [2013 grudzien, zad. 7. (2 pkt)]
Oblicz granice ciagu | 3n” —5n+2
. R BTy (nrd)

Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwinigcia dziesigtnego obliczonej granicy.
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Zadanie 13. [2014 czerwiec, zad. 8. (6 pkt)]
Trzy liczby s3 kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego, ktdrego iloraz jest rozny od 1. Jezeli
wezmiemy kolejno druga z nich, pierwsza i trzecia, to otrzymamy trzy kolejne wyrazy ciagu
arytmetycznego. Jezeli pierwszy wyraz tego ciagu arytmetycznego zmniejszymy o 7, drugi po-
zostawimy bez zmian, a trzeci zwigkszymy o 3, to otrzymamy trzy kolejne wyrazy ciggu geome-
trycznego. Oblicz te liczby.

Zadanie 14. [2014 grudzien NF, zad. 8. (2 pkt)]

: o ; +2Y
Oblicz granice lim B .. (#42) .
ns>o| n+2 n+444

Zadanie 15. [2014 grudzien NF, zad. 12. (3 pkt)]

Niech P, oznacza pole kola o promieniu 2% dla n>1. Oblicz sume wszystkich wyrazow
ciagu (B,).

Zadanie 16. [2014 Informator CKE, zad. 10. (2 pkt)]

il
, . =2n" +3n
Oblicz lim ————

3
n—x (1_ 4n )
Zakoduj pierwsze trzy cyfry po przecinku rozwinigcia dziesietnego otrzymanego wyniku.

Zadanie 17. [2014 Informator CKE, zad. 11. (2 pkt)]
. ; y ; ; : 3
Dany jest nieskonczony ciag geometryczny (4,) o wyrazach dodatnich taki. ze gq =%
a; = l Oblicz sume wszystkich wyrazéw tego ciggu.

Zadanie 18. [2014 maj, zad. 7. (6 pkt)]
Ciag geometryczny (a,) ma 100 wyrazéw i sa one liczbami dodatnimi. Suma wszystkich
wyrazow o numerach nieparzystych jest sto razy wigksza od sumy wszystkich wyrazow

o numerach parzystych oraz loga, +loga, +loga, +...+loga,,, =100. Oblicz a,.

Zadanie 19. [2015 maj NF, zad. 6. (2 pkt)]

117° +6n+5 2n° +2n+1
6m°+1  5n°—4

jednosci 1 pierwsze dwie cyfry po przecinku rozwiniecia dziesigetnego otrzymanego wyniku.

Oblicz granice lim . W ponizsze kratki wpisz kolejno cyfre

Zadanie 20. [2015 maj SF, zad. 4. (6 pkt)]
Trzy liczby tworzg ciag arytmetyczny. Jesli do pierwszej z nich dodamy 5, do drugiej 3, a do

trzeciej 4, to otrzymamy rosngcy cigg geometryczny, w ktérym trzeci wyraz jest cztery razy
wigkszy od pierwszego. Znajdz te liczby.
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Zadanie 21. [2016 czerwiec NF, zad. 6. (2 pkt)]
Dany jest nieskonczony cigg geometryczny (a,) okreslony dla n>1, w ktérym iloraz jest

rowny pierwszemu wyrazowl, a suma wszystkich wyrazow tego ciggu jest robwna 12. Oblicz
plerwszy wyraz tego ciggu. Zakoduj kolejno pierwsze trzy cyfry po przecinku otrzymanego
wyniku.

Zadanie 22. [2016 czerwiec NF, zad. 10. (3 pkt)]
Dany jest ciag (a, ) okreslony dla kazdej liczby catkowitej »>1, w ktorym a, =4 oraz dla

kazdej liczby n>1 prawdziwa jest rownos¢ a,,, = a, +n—4. Oblicz pierwszy wyraz ciagu

n+l

(a,) iustal. czy ciag ten jest malejacy.

Zadanie 23. [2016 maj NF, zad. 7. (2 pkt)]

_
2x-371
wyrazy tego ciggu sg dodatnie. Wyznacz najmniejsza liczbe catkowita x, dla ktorej
nieskonczony szereg a, +a, +a, +... jest zbiezny.

Dany jest ciag geometryczny (a,) okreslony wzorem a, :( j dla n>1. Wszystkie

Zadanie 24. [2016 czerwiec SF, zad. 4. (3 pkt)]
a =1

Ci a. ) jest okreslony wzorem
2 (a,) J J {a,”_,=za,,+3n+2 dla n=>l.

Oblicz srednig arytmetyczng liczb a, +3 i a, +2.

Zadanie 25. [2016 maj SF, zad. 4. (6 pkt)]
Ciag (a, 4. b, c) jest arytmetyczny, a ciag (a, a+b, 4c) jest geometryczny. Oblicz a, b i c.

Zadanie 26. [2017 czerwiec NF zad. 10. (5 pkt), SF zad. 3]
Cigg (a,) jest arytmetyczny, a cigg (b,) jest geometryczny. Pierwszy wyraz a, ciagu

arytmetycznego jest ilorazem ciagu geometrycznego (b, ). Wyrazy ciggu (a,) sa liczbami
catkowitymi, a suma o$miu poczatkowych wyrazéw tego ciggu jest rowna 124. Natomiast
pierwszy wyraz b, ciggu geometrycznego jest réznicg ciagu arytmetycznego (a,). Suma

dwoch pierwszych wyrazéw ciagu geometrycznego (b, ) jest réwna 18. Wyznacz te ciagi.

Zadanie 27. [2017 maj NF, zad. 14. (6 pkt); SF zad. 4]
Liczby a, b, ¢ sag — odpowiednio — pierwszym, drugim 1 trzecim wyrazem ciggu

arytmetycznego. Suma tych liczb jest rtéwna 27. Ciag (a—2, b, 2c+1) jest geometryczny.
Wyznacz liczby a, b, c.

Zadanie 28. [2018 czerwiec NF, zad. 10. (4 pkt); SF zad. 4]
Dany jest rosngcy cigg geometryczny ((l, aq, aqz), ktorego wszystkie wyrazy 1 iloraz sg
liczbami calkowitymi nieparzystymi. Jesli najwigkszy wyraz ciggu zmniejszymy o 4, to

otrzymamy cigg arytmetyczny. Oblicz wyraz aq tego ciagu.
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Zadania matura rozszerzona (otwarte)
Zadanie 29. [2018 czerwiec NF, zad. 11. (4 pkt)]

Dany jest nieskonczony cigg okregéw (o,) o rownaniach x*+y?=2""_ n>1. Niech P:

bedzie pierScieniem ograniczonym zewnetrznym okregiem o,, ; 1 wewnetrznym okregiem o,,.
Oblicz sume p6l wszystkich pierscieni Pr, gdzie k>1.

Zadanie 30. [2018 maj NF, zad. 13. (4 pkt)]
Wyrazy ciggu geometrycznego (an ), okres$lonego dla »>1, spelniaja uklad réwnan
a, +a; =—84
{(14 +a, =168
Wyznacz liczbg n poczatkowych wyrazow tego ciagu, ktoérych suma S, jest rowna 32769.

Zadanie 31. [2018 maj SF, zad. 2. (5 pkt)]

Liczby a, b, c, spelniajagce warunek 3a+b+3c =77, sa odpowiednio pierwszym, drugim

i trzecim wyrazem ciggu arytmetycznego. Ciag (a,b+1,2¢) jest geometryczny. Wyznacz
liczby a, b, ¢ oraz podaj wyrazy ciggu geometrycznego.

Zadanie 32. [2019 maj NF, zad. 12. (6 pkt)]
Trzywyrazowy ciag (a, b, c)

o wyrazach dodatnich jest arytmetyczny, natomiast ciag

I 2 | i . y
—, —, ————— | jest geometryczny. Oblicz iloraz ciggu geometrycznego.
a 3b 2a+2b+c

Zadanie 33. [2019 maj SF, zad. 4. (5 pkt)

Ciag (a, b, c) jest geometryczny, ciag (a+1, b+ 5, ¢) jest malejacym ciagiem arytmetycznym
oraz a+b+c=39. Oblicz a, b, c.

Zadanie 34. [2019 czerwiec SF, zad. 12. (6 pkt)]

W ciggu geometrycznym (a,,a,,a;,a,,as,a,) suma wyrazow o numerach nieparzystych
jest rowna 182, a stosunek sumy wyrazow o numerach nieparzystych do sumy wyrazow

. | . !
o numerach parzystych jest rowny i Wyznacz wszystkie wyrazy tego ciagu.

Zadanie 35. [2020 maj NF, zad. 10. (5 pkt)]
W trzywyrazowym ::iz;gu geometrycznym {n], az,d3) spclninna jest rownosé ay +ax + a3 =

%. Wyrazy ay, a2, a3 sa - ndpnwiednin — czwartym, drugim i pierwszym wyrazem rosna-
cego ciagu arytmetycznego. Oblicz a.

6. Funkcja Trygonometryczne
Zadanie 1. [2015 maj SF, zad. 5. (4 pkt)]

Rozwigz rownanie sin’ 2x —4sin® x+1=0 w przedziale (0,27).
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Zadania matura rozszerzona (otwarte)

Zadanie 2. [2016 czerwiec NF, zad. 13. (3 pkt) (nie obowigzuje na maturze 2021)
Rozwiaz nierdwnos¢ (2sinx—3)(2sinx+1) >0 w przedziale x € (0,2m).

Zadanie 3. [2016 maj NF, zad. 11. (4 pkt)] (nie obowigzuje na maturze 2021)
2cosx—«/§
cos’ x

Rozwigz nierownos¢ <0 w przedziale <0, 27t> ;

Zadanie 4. [2016 czerwiec SF, zad. 2. (4 pkt)]
Rozwigz réwnanie sin® x—3sin x-cos’ x—3cos’ x+sin’ x-cosx =0 w przedziale (0,).

Zadanie 5. [2016 maj SF, zad. 3. (4 pkt)]
Rozwiaz réwnanie —2cos’ x +3sinx+3 = 0 w przedziale < 0,27 >.

Zadanie 6. [2017 czerwiec SF, zad. 4. (5 pkt)]
Rozwiaz réwnanie 2cos® x + 5sin® x =3 w przedziale <0, ﬂ'> :

Zadanie 7. [2017 czerwiec NF, zad. 11. (4 pkt)]

Rozwigz rOwnanie 3sin x—% + cos x+% =1 w przedziale <0, 27t> i

Zadanie 8. [2017 maj NF, zad. 10. (4 pkt)]
Rozwigz rownanie cos2x+3cosx =-2 w przedziale <0, 27t> :

Zadanie 9. [2018 czerwiec NF, zad. 7. (3 pkt)] (nie obowigzuje na maturze 2021)

Udowodnyj, ze dla dowolnego kata e (O%) prawdziwa jest nierownos¢
in(E—a)-cos(E 1
sm(12 (1) cos(12+a)<4.

Zadanie 10. [2018 czerwiec SF, zad. 2. (5 pkt)]
Rozwigz réwnanie 4sinx-cos’ x—1=2sin2x—cosx w przedziale (0,27).

Zadanie 11. [2018 maj NF, zad. 11. (4 pkt)]
Rozwigz rownanie sin6x +cos3x =2sin3x+1 w przedziale (0, n> ;

Zadanie 12. [2018 maj SF, zad. 7. (4 pkt)]

Rozwiaz réwnanie 2cos?x+3sin x =0 W przedziale <— % 37“> :

Zadanie 13. [2019 maj NF, zad. 14. (4 pkt)]
. , ] ; T ; T L .
Rozwiaz réwnanie (cos.\‘) S x—; +s1n .\‘+? =Esm.\‘.

Zadanie 14. [2019 maj SF, zad. 7. (4 pkt)]
Rozwigz rbwnanie cos2x =sinx+1 w przedziale <O, 2n> :
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Zadania matura rozszerzona (otwarte)

Zadanie 15. [2019 czerwiec NF, zad. 14. (4 pkt)]
Rozwigz réwnanie 4sin7xcos2x =2sin9x—1 w przedziale (0, 7).

Zadanie 16. [2019 czerwiec SF, zad. 7. (4 pkt)]
Wyznacz wszystkie rozwiazania réwnania sin? 2x = 2cos” x nalezace do przedziatu (0, 27[)

Zadanie 17. [2020 maj NF, zad. 9. (4 pkt)]
Rozwiaz rownanie 3cos2x + 10cos? x = 24sinxy —3dlax € (0, 27T).

7. Wartos¢ Bezwzgledna

Zadanie 1. [2014 czerwiec, zad. 1. (4 pkt)]

Rozwiaz nieréwnosé | + G| — 2|z — 4| < 22 — 3.

Zadanie 2. [2014 Informator CKE, zad. 3. (2 pkt)]

Oblicz najmniejszg liczbe naturalng »n spelniajgcg nierownosé

2;1—10_3 <L
3n+l 3| 30

Zadanie 3. [2014 Informator CKE, zad. 4. (2 pkt)]

, . . . : 1 I . . .
Réwnanie x? +48x+2 =0 ma dwa rozwigzania x;,x, . Liczba — + — Jest liczbg calkowitg
x; X5

dodatnig. Znajdz te¢ liczbe. Zakoduj cyfry setek, dziesigtek 1 jednosci otrzymanego wyniku.

Zadanie 4. [2015 maj, SF zad. 6. (4 pkt)]
Rozwigz nierownos¢ | 2x—6|+|x+7[>17.

Zadanie 5. [2016 czerwiec NF, zad. 9. (4 pkt)]
Rozwigz nierownos¢ ‘xz -3x+ 2‘ > ‘x - ll .

Zadanie 6. [2016 czerwiec SF, zad. 1. (4 pkt)]

Rozwigz nierbwnos¢ l.\' + 5| + |x - 6| <9-x.

Zadanie 7. [2017 czerwiec SF, zad. 1. (4 pkt)]
Rozwigz rownanie 2]x+ 1‘ —‘x—Z\ =9,

Zadanie 8. [2017 maj SF, zad. 1. (4 pkt)]
Rozwigz nierownos¢ ]x—l]+‘x—5] <10-2x.

Zadanie 9[2018 czerwiec SF, zad. 1. (4 pkt)]
Rozwiaz nierownosé [2x -1+ x <5+ [x+5].

Zadanie 10. [2018 maj SF, zad. 1. (4 pkt)]

Rozwiaz rbwnanie 3 |x + 2| = |x - 3| +11.
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Zadania matura rozszerzona (otwarte)

Zadanie 11[2020 maj NF, zad. 6. (2 pkt)]
Wyznacz wszystkie wartosci parametru a, dla ktérych réwnanie |x — 5| = (@ — 1)* —4 ma
dwa rozne rozwiazania dodatnie.

8. Planimetria

Zadanie 1. [2014 czerwiec, zad. 2. (4 pkt)]
W czworokat ABC'D, w ktérym |AD| = 531 |CD| = 6, mozna wpisaé okrag. Przekatna
B D tworzy z bokiem AB czworokata kat o mierze 60°, natomiast z bokiem AD tworzy kat,
ktorego sinus jest rowny 3’ Wyznacz dtugosci bokéw AB i BC' oraz dtugosé przekatnej 31D
tego czworokata.

Zadanie 2. [2014 grudzien, zad. 7. (2 pkt)]
Dlugosci bokéw prostokata sg rowne 3 oraz 5. Oblicz sinus kata ostrego, ktory tworza
przekatne tego prostokata.

Zadanie 3. [2014 Informator CKE, zad. 17. (3 pkt)]
Dany jest trojkat ABC i prosta k styczna w punkcie 4 do okregu opisanego na tym trojkacie.
Prosta BC przecina prosta k w punkcie P. Dlugosei odeinkéw AC. BC 1 PB zostaly podane na
rysunku.

Oblicz dlugosé odeinka AB. Zakoduj cyfre jednosdei 1 dwie pierwsze cyfry po przecinku
rozwiniecia dziesictnego otrzymanego wyniku.

Zadanie 4. [2014 maj, zad. 5. (5 pkt)]

Dane sa trzy okregi o srodkach 4, B, C 1 promieniach rownych odpowiednio r, 2r, 3r. Kazde
dwa z tych okregow sg zewnetrznie styczne: pierwszy z drugim w punkcie K, drugi z trzecim
w punkcie L 1 trzeci z pierwszym w punkcie M. Oblicz stosunek pola trojkata KLM do pola
trojkata ABC.
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Zadania matura rozszerzona (otwarte)

Zadanie 5. [2015 czerwiec NF, zad. 11. (4 pkt)]
W trojkat prostokatny o przyprostokgtnych dlugosci 15 1 20 wpisano okrgg. Oblicz dlugosc

odcinka lgczgcego wierzcholek kata prostego tego trojkata z punktem wspolnym okregu
1 przeciwprostokatne;.

Zadanie 6. [2015 maj NF, zad. 10. (4 pkt)]
Dlugoscit bokow czworokgta ABCD sg rowne: [AB|=2, |BC|=3, |CD|=4, |DA|=5.

Na czworokacie ABCD opisano okrag. Oblicz dlugos¢ przekatne; AC tego czworokata.

Zadanie 7. [2015 maj SF, zad. 8. (4 pkt)]
Na boku 4B trojkata rownobocznego 4BC wybrano punkt D taki, ze |AD‘ : |DB| =2:3,

Oblicz tangens kata ACD .

Zadanie 8. [2016 czerwiec NF, zad. 14. (4 pkt)]
W trojkgcie prostokgtnym stosunek réznicy dlugosci przyprostokgtnych do dlugoscel

przeciwprostokatnej jest rowny % . Oblicz cosinusy katow ostrych tego trojkata.

Zadanie 9. [2016 czerwiec SF, zad. 10. (4 pkt)]
Dany jest trojkat ABC, w ktérym |AC|=|BC|=IO, |<ACB|=120°. Na boku CB obrano
punkt P dzielacy ten bok w stosunku 3:2 (liczac od punktu C'). Oblicz sinus kata PAB.

C

Zadanie 10. [2016 maj SF, zad. 5. (6 pkt)]

W trapezie rownoramiennym ABCD, w ktorym AB||CD, dane sa |AB|=84, |CD|=36,
lBC | =|AD| =40. Oblicz promien okregu wpisanego w trojkat ABP, gdzie P jest punktem
przecigcia przekatnych tego trapezu.

Zadanie 11. [2017 czerwiec SF, zad. 10. (6 pkt); NF zad. 14]

Trapez rownoramienny ABCD o ramieniu dlugosci 6 wpisany jest w okrag, przy czym
dluzsza podstawa AB trapezu, o dlugosci 12, jest srednicg tego okregu. Przekatne 4C 1 BD
trapezu przecinajg si¢ w punkcie P. Oblicz pole kola wpisanego w trojkat ABP.
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Zadania matura rozszerzona (otwarte)
Zadanie 12. [2017 maj SF, zad. 9. (6 pkt)]
W trojkacie rownoramiennym wysokos$¢ opuszczona na podstawe jest rowna 36, a promien
okregu wpisanego w ten trojkat jest rowny 10. Oblicz dlugosci bokow tego trojkata 1 promien
okregu opisanego na tym trojkacie.

Zadanie 13. [2018 czerwiec NF, zad. 12. (5 pkt)]
Trapez prostokatny ABCD o podstawach 4B 1 CD jest opisany na okregu. Rami¢ BC ma dhugos¢

10, a ramie 4D jest wysoko$cig trapezu. Podstawa 4B jest 2 razy dhluzsza od podstawy CD.
Oblicz pole tego trapezu.

Zadanie 14. [2018 maj SF, zad. 3. (5 pkt)]
Dany jest czworokat wypukly 4BCD. w ktérym |4D|=|4B|=|BC|=a, |«BAD|=60°

i |<IADC | =135 Oblicz pole czworokata ABCD.

Zadanie 15. [2019 maj NF, zad. 10. (4 pkt)]
Punkt D lezy na boku AB tréjkata ABC oraz |AC| =18,

Oblicz obwod trojkata 4ABC.

AD|=6,

CD|=14 i |BC|=|BD|.

Zadanie 16. [2019 czerwiec NF, zad. 10. (4 pkt)]
Miara kata wewnetrznego n-kata foremnego jest o 2° mniejsza od miary kata wewnetrznego

(n+2)-kata foremnego. Oblicz n.

Zadanie 17. [2020 maj NF, zad. 5. (2 pkt)]

W tréjkacie ABC bok AB jest 3 razy diuzszy od boku AC, a dlugosé boku BC stanowi ;5
dhugosci boku AB. Oblicz cosinus najmniejszego kata trjkata ABC.

Zadanie 18. [2020 maj SF, zad. 8. (4 pkt)]
W tréjkacie rownoramiennym ABC: |[AC| = |BC| = 10, a miara kata ABC jest rowna 30°.

Na boku BC wybrano punkt P, taki, ze % = % Oblicz sinus kata a (zobacz rysunek).

C

9. Geometria Analityczna

Zadanie 1. [2014 czerwiec, zad. 7. (6 pkt)]

Odcinek AB o dtugosci 4 jest zawarty w prostej o réwnaniu y = -l‘: - :f Symetralna odcinka

AB przecina 0§ Oy w punkcie P? = ((),6). Oblicz wspétrzedne koncéw odcinka AB.
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Zadania matura rozszerzona (otwarte)

Zadanie 2. [2014 grudzien, zad. 17. (6 pkt)]  (nie obowigzuje na maturze 2021)
Dany jest okrag o, o réwnaniu (x-— 3)2 +(y- 1)2 =1. W pierwszej ,¢wiartce” ukladu

wspolrzednych 1stnieja dwa okregi o, 0, styczne zewnetrznie do okregu o, 1 jednoczesnie

styczne do obu os1 ukladu wspolrzednych. Oblicz odleglos¢ srodkow okregoéw o, oraz o, .

Zadanie 3. [2014 Informator CKE, zad. 20. (4 pkt)]
Okrag jest styczny do osi Ox w punkcie 4 =(2,0). Punkt B=(-1,9) lezy na tym okregu.

Wyznacz rownanie tego okregu.

Zadanie 4. [2014 Informator CKE, zad. 21. (5 pkt)]  (nie obowigzuje na maturze 2021)
Okrag o $rodku S =(3,2) lezy wewnatrz okregu o rownaniu (x — 6)2 +(y —8)2 =100 1 jest do

niego styczny. Wyznacz rownanie prostej stycznej do obu tych okregow.

Zadanie 5. [2014 maj, zad. 8. (4 pkt)]
Punkty 4, B, C, D, E. F sa kolejnymi wierzcholkami szesciokata foremnego, przy czym

A:(O, 2\5) B=(2,0), a C lezy na osi Ox. Wyznacz réwnanie stycznej do okregu
opisanego na tym szesciokacie przechodzace) przez wierzcholek E.

Zadanie 6. [2015 czerwiec NF, zad. 7. (2 pkt)]
3

Prosta o roéwnaniu y:Zx—ﬁ jest styczna od okregu o $rodku S =(1.—4). Wyznacz

promien tego okregu.

Zadanie 7. [2015 maj SF, zad. 9. (5 pkt)]
Wyznacz réwnania prostych stycznych do okregu o réwnaniu x°+y° +4x—6y—3=0
1 zarazem prostopadtych do proste) x+2y—-6=0.

Zadanie 8. [2016 czerwiec NF, zad. 16. (5 pkt)]
Punkty A=(-7,-2) 1 B=(4.-7) sa wierzcholkami podstawy trojkata roOwnoramiennego
ABC, a wysoko$¢ opuszczona z wierzcholka 4 tego trojkata zawiera si¢ w prostej o rOwnaniu

2x+19y+52 =0 . Oblicz wspolrzedne wierzcholka C.

Zadanie 9. [2016 maj NF, zad. 13. (5 pkt)]
Punkty 4=(30, 32) i B=(0, 8) s sasiednimi wierzcholkami czworokata ABCD wpisanego

w okrag. Prosta o rownaniu x—y+2=0 jest jedyng osig symetrii tego czworokata 1 zawiera
przekatng AC . Oblicz wspolrzedne wierzcholkow C 1 D tego czworokata.

Zadanie 10. [2016 czerwiec SF, zad. 6. (4 pkt)]
Wyznacz réwnania stycznych do okregu x* + y* +12x+4y+36 =0, przechodzacych przez
poczatek uktadu wspotrzednych.
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Zadania matura rozszerzona (otwarte)
Zadanie 11. [2016 maj SF, zad. 6. (6 pkt)]

Punkty 4=(1,1) i B=(6.2) sa wierzcholkami tréjkata 4BC. Wysokosci trojkata 4BC
przecinaja sie w punkcie M = (3, 3). Oblicz pole tego trojkata.

Zadanie 12. [2017 czerwiec NF, zad. 12. (5 pkt); zad. 6 SF]

Prosta I, na ktorej lezy punkt P=(8,2), tworzy z dodatnimi poélosiami ukladu
wspolrzednych trojkat prostokatny o polu rownym 36. Wyznacz roéwnanie proste) /.

Zadanie 13. [2017 maj NF, zad. 13. (5 pkt); zad. 11 SF]

Wyznacz rownanie okregu przechodzacego przez punkty 4=(-5,3) i B=(0,6), ktérego
srodek lezy na prostej o rownaniu x—3y+1=0.

Zadanie 14. [2018 czerwiec NF, zad. 13. (5 pkt); zad. 5 SF]

Wierzcholki 4 1 B trojkata prostokatnego 4BC lezg na osi Oy ukladu wspotrzednych. Okrag
wpisany w ten trojkat jest styczny do bokéw 4B, BC 1 C4 w punktach — odpowiednio —

P=(0,10), 0=(8,6) i R=(9,13). Oblicz wspolrzedne wierzchotkéw 4, B i C tego trojkata.

Zadanie 15. [2018 maj NF, zad. 14. (6 pkt); zad. 10 SF]

Punkt 4=(7,-1) jest wierzchotkiem trojkata rownoramiennego ABC, w ktérym |AC|=|BC]|.
Obie wspotrzedne wierzcholka C sa liczbami ujemnymi. Okrag wpisany w trojkat 4BC ma
rownanie x* + y* =10. Oblicz wspolrzedne wierzchotkéw B i C tego tréjkata.

Zadanie 16. [2019 maj NF, zad. 11. (6 pkt)]  (nie obowigzuje na maturze 2021)

Dane sa okregi o rownaniach x*+)" —12x—8y+43=0 i x*+y’ —2ax+4y+a’-77=0.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru a, dla ktorych te okregi maja doktadnie jeden punkt
wspolny. Rozwaz wszystkie przypadki.

Zadanie 17. [2019 czerwiec NF, zad. 13. (6 pkt)]
Punkt 4=(-2,6) jest wierzchotkiem rombu 4BCD o polu 90. Przekatna BD zawiera sie

w prostej / o rownaniu 2x —y —5=0. Wyznacz dlugos¢ boku tego rombu.

Zadanie 18. [2020 maj NF, zad. 12. (5 pkt)]

Prosta o réwnaniu x + y — 10 = 0 przecina okrag o réwnaniu x> +y*> — 8x — 6y +8 = 0w

punktach K i L. Punkt 5 jest srodkiem cigciwy KL. Wyznacz roéwnanie obrazu tego okregu
w jednokladnoéci o Srodku 5 iskalik = —3.

10. Dowody Geometryczne
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Zadania matura rozszerzona (otwarte)
Zadanie 1. [2014 czerwiec, zad. 5. (3 pkt)]

Na przyprostokatnych AC' i BC" tréjkata prostokatnego A B C" zbudowano, na zewnatrz trdj-
kata, kwadraty AC D FE i BFGC'. Odcinek AJF" przecina przyprostokatna BC" w punkcie L,
a odcinek 3712 przecina przyprostokatna AC" w punkcie X' (zobacz rysunek). Udowodnij, ze
| KC| = |LCY|.

Zadanie 2. [2014 grudzien, zad. 15. (3 pkt)]
Punkt E jest srodkiem boku BC prostokata ABCD, w ktorym 4B > BC . Punkt F lezy na boku

CD tego prostokata oraz <4AEF =90°. Udowodnij, ze <BAFE = <FEAF .

Zadanie 3. [2014 Informator CKE, zad. 18. (6 pkt)]
Dany jest trojkat prostokatny 4ABC o kacie prostym przy wierzcholtku C 1 obwodzie rownym
2 p . Na prostej AB obrano punkty D 1 E lezace na zewnatrz odcinka 4B takie, ze IAD| = IAC|

1 |BE| = |BC| (zobacz rysunek).

E.
. A
C\
D

Wykaz, ze promien okrggu opisanego na trojkacie ECD jest rOwny p~/2 .

Zadanie 4. [2014 Informator CKE, zad. 19. (3 pkt)]
Ramie 4D trapezu ABCD (w ktorym AB||CD) przedluzono do punktu £ takiego, ze

|AEI :3-|ADI. Punkt M lezy na podstawie 4B oraz |Aﬂi’| = 4-|AM|. Odcinek MFE przecina
przekatng BD w punkcie P (zobacz rysunek).
E

A M B
Udowodnyij, ze |BP| =6- |PD| .
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Zadania matura rozszerzona (otwarte)
Zadanie 5. [2014 maj, zad. 6. 3 pkt)]

Trojkat ABC jest wpisany w okrag o srodku S. Katy wewnetrzne CAB, ABC 1 BCA tego
trojkata sa rowne, odpowiednio, &, 2a 1 4a . Wykaz, ze trojkat ABC jest rozwartokatny,

1 udowodnij, ze miary wypuklych katow srodkowych ASB, ASC 1 BSC tworza w podane)
kolejnosci ciag arytmetyczny.

Zadanie 6. [2015 czerwiec NF, zad. 9. (3 p

W trdjkacie ABC kat wewnetrzny przy wierzcholku 4 ma miar¢ 50°, a kgt wewnetrzny przy
wierzchotku C ma miar¢ 60°. Okrag o, przechodzi przez punkt 4 1 przecina boki 4B 1 AC
trojkata odpowiednio w punktach D 1 E. Okrag o, przechodzi przez punkt B, przecina okrag

o, wpunkcie D oraz w punkcie F' lezagcym wewnatrz trojkata 4BC. Ponadto okrag o,
przecina bok BC trojkata w punkcie G.

Udowodnij, ze na czworokgcie CEFG mozna opisac okrag.

Zadanie 7. [2015 czerwiec SF, zad. 4. (3 pkt)]

W trapez ABCD wpisano okrag o srodku S. Okrag ten jest styczny do ramion 4D 1 BC tego
trapezu w punktach odpowiednio P 1 Q (zobacz rysunek).

D C
O

A B
Uzasadnij, ze trojkat ASD jest prostokatny. Wykaz, ze |4P|-|DP| =|BQ|-|CQ|.
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Zadania matura rozszerzona (otwarte)
Zadanie 8. [2015 maj NF, zad. 9. (3 pkt)]

Dwusieczne czworokata 4ABCD wpisanego w okrag przecinajg si¢ w czterech réznych
punktach: P, O, R, S (zobacz rysunek).

Wykaz, ze na czworokgcie PORS mozna opisac¢ okrag.

Zadanie 9. [2015 maj SF, zad. 7. (4 pkt)]
O trapezie ABCD wiadomo, ze mozna w niego wpisac¢ okrgg, a ponadto dlugosci jego bokow

AB, BC, CD, AD — w podanej kolejnosci — tworzg cigg geometryczny. Uzasadnij, ze trapez
ABCD jest rombem.

Zadanie 10. [2016 czerwiec NF, zad. 11. (3 pkt)]
Dany jest szescian ABCDEFGH. Przez wierzcholki 4 1 C oraz érodek K krawedzi BF
poprowadzono plaszczyzng, ktora przecina przekatng BH w punkcie P (zobacz rysunek).

H G
I
E : F,
:
I
I
I
I
i K
I
{ P
A B

Wykaz, ze |BP|:|HP|=1:3.

Zadanie 11. [2016 maj NF, zad. 9. (3 pkt)]

Dany jest prostokat 4BCD. Okrag wpisany w trojkat BCD jest styczny do przekatne; BD
w punkcie N. Okrag wpisany w trojkat ABD jest styczny do boku AD w punkcie M, a srodek S
tego okregu lezy na odcinku MN, jak na rysunku.

D C

)

N

Wykaz, ze |[MN|=|4D|.
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Zadania matura rozszerzona (otwarte)

Zadanie 12. [2016 czerwiec SF, zad. 9. (4 pkt)]
Dany jest czworokat wypukly ABCD, w ktorym: |4B|=|BC|, |«xDAB|=45°,
|«A4BC|=150°, |«BCD|=60°. Wykaz, ze trojkgt BCD jest rownoboczny.
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Zadania matura rozszerzona (otwarte)
7adanie 13 12016 mai SF 7ad 9 (3 nki)]

Dany jest okrgg o s$rednicy AB 1 srodku S oraz dwa okregi o $rednicach A4S 1 BS. Okrag

o srodku M 1 promieniu » ma z kazdym z danych okregoéw dokladnie jeden punkt wspolny
(zobacz rysunek). Wykaz, ze r = %|ABI .

Zadanie 14. [2017 czerwiec SF, zad. 5. (3 pkt)]

Miary katow trojkata ABC sg rowne a=|<BAC|, ,B=|<ABC| 1 }/=|<ACB|. Punkt S jest
srodkiem okrggu wpisanego w ten trojkat, a proste zawierajace odcinki A4S 1 BS przecinajg
boki BC 1 AC tego trojkata w punktach odpowiednio D 1 E

(zobacz rysunek).
C

A

Wykaz, ze jezeli ¢+ # =2y, to na czworokgcie DCES mozna opisa¢ okrag.
Zadanie 15. [2017 maj NF, zad. 8. (3 pkt); SF zad. 6]

W trojkacie ostrokgtnym ABC bok 4B ma dlugosc¢ ¢, dlugos¢ boku BC jest rowna a oraz
|<ABC| = 3. Dwusieczna kata ABC przecina bok AC trojkata w punkcie E.

2ac-cos s
Wykaz, ze dlugo$¢ odcinka BE jest rOwna

atc
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Zadania matura rozszerzona (otwarte)

Zadanie 16. [2018 maj NF, zad. 7. (3 pkt); zad. 5]
Trojkat ABC jest ostrokatny oraz |AC|>|BC|. Dwusieczna d, kata ACB przecina bok 4B

w punkcie K. Punkt Z jest obrazem punktu K w symetrii osiowe] wzgledem dwusiecznej d,
kata BAC, punkt M jest obrazem punktu L w symetrii osiowej wzgledem dwusiecznej d, kata

ACB, a punkt N jest obrazem punktu M w symetrii osiowej wzgledem dwusiecznej d, kata
ABC (zobacz rysunek).

A K N B
Udowodnij, ze na czworokacie KNML mozna opisa¢ okrag.

Zadanie 17. [2018 czerwiec NF, zad. 6. (3 pkt); SF zad.5]
W trdjkacie ABC kat BAC jest dwa razy wigkszy od kata ABC. Wykaz, ze prawdziwa jest

réwnosé |BC| —|4C| =|4B]-|4C|.

Zadanie 18. [2019 maj NF, zad. 9. (3 pkt)]
Dany jest trojkat rownoramienny ABC , w ktérym | AC|=|BC|. Na ramieniu AC tego trojkata

wybrano punkt M (M # A 1 M # (), a na ramieniu BC wybrano punkt N, w taki sposob, ze
| AM |=|CN|. Przez punkty M 1 N poprowadzono proste prostopadie do podstawy AB tego

trojkata, ktére wyznaczaja na niej punkty S'1 7. Udowodnij, ze |ST | = 7|AB|.

Zadanie 19. [2019 czerwiec NF, zad. 8. (3 pkt)]
Dwusieczne katéw BAD 1 BCD czworokata wypuklego ABCD przecinaja si¢ w punkcie E,

przy czym punkty B 1 E leza po przeciwnych stronach prostej AC (zobacz rysunek).

D

B

Wykaz, ze [«4BC|—|<ADC|+2:|<4EC|=360°.
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Zadania matura rozszerzona (otwarte)

Zadanie 20. [2020 maj NF, zad. 8. (3 pkt)]

Dany jest tréjkat réownoramienny ABC, w ktérym |AC| = |BC| = 6, a punkt D jest srodkiem
podstawy AB. Okrag o srodku D jest styczny do prostej AC w punkcie M. Punkt K lezy na
boku AC, punkt L lezy na boku BC, odcinek KL jest styczny do rozwazanego okregu oraz
KC| = |LC| = 2 (zobacz rysunek).

C

AM

[MC

Wykaz, ze

Ll d=

11. Kombinatoryka

Zadanie 1. [2014 Informator CKE, zad. 31. (3 pkt)]  (nie obowiqzuje na maturze 2021)

Oblicz, ile jest wszystkich liczb siedmiocyfrowych, w zapisie ktorych nie wystepuje zero 1 na
dokladnie dwoch miejscach stoja cyfry parzyste.

Zadanie 2. [2014 Informator CKE, zad. 32. (4 pkt)]  (nie obowiqzuje na maturze 2021)
Oblicz sume wszystkich liczb trzycyfrowych zapisanych wylacznie za pomoca cyfr 1, 2 1 3,
wiedzac, ze cyfry mogg sie powtarzac.

Zadanie 3. [2014 Informator CKE, zad. 33. (7 pkt)]  (nie obowiqzuje na maturze 2021)
Oblicz, ile jest wszystkich liczb oémiocyfrowych, ktérych iloczyn cyfr jest rowny 24.

Zadanie 4. [2014 Informator CKE, zad. 34. (6 pkt)]  (nie obowiqzuje na maturze 2021)
Oblicz, 1le jest wszystkich liczb stucyfrowych o sumie cyfr réwnej 5, w zapisie ktérych

wystepuja tylko cyfry 0, 1, 3, 5.

Zadanie 5. [2015 czerwiec NF, zad. 13. (5 pkt)]  (nie obowigzuje na maturze 2021)
Oblicz, 1le jest wszystkich liczb naturalnych pigeciocyfrowych parzystych, w ktorych zapisie
wystepuja co najwyze] dwie dwaojki.
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Zadania matura rozszerzona (otwarte)

Zadanie 6. [2016 czerwiec NF, zad. 15. (4 pkt)]  (nie obowigzuje na maturze 2021)

Oblicz, ile jest wszystkich liczb naturalnych pigciocyfrowych, w ktérych zapisie wystepujg
doktadnie trzy cyfry nieparzyste.

Zadanie 7. [2016 maj NF, zad. 14. (3 pkt)]  (nie obowiqzuje na maturze 2021)

Rozpatrujemy wszystkie liczby naturalne dziesigciocyfrowe, w zapisie ktorych mogg
wystepowaé wylgcznie cyfry 1, 2, 3. przy czym cyfra 1 wystgpuje dokladnie trzy razy.
Uzasadnyij, ze takich liczb jest 15 360.

Zadanie 8. [2017 czerwiec SF, zad. 8. (4 pkt); NF zad. 9]  (nie obowigzuje na maturze 2021)
Z cyfr 0, 1, 2 tworzymy pigciocyfrowe liczby calkowite dodatnie podzielne przez 15. Oblicz,
1le mozemy utworzy¢ takich liczb.

Zadanie 9. [2017 maj SF, zad. 7. (4 pkt)]  (nie obowigzuje na maturze 2021)
Oblicz, 1ile jest liczb szesciocyfrowych, w ktorych zapisie nie wystepuje zero, natomiast
wystepuja dwie dziewiatki, jedna szostka 1 suma wszystkich cyfr jest rowna 30.

Zadanie 10. [2019 maj SF, zad. 6. (3 pkt)] (nie obowigzuje na maturze 2021)
Oblicz, ile jest siedmiocyfrowych liczb naturalnych takich, ze iloczyn wszystkich ich cyfr
w zapisie dziesietnym jest rowny 28.

Zadanie 11. [2020 maj NF, zad. 13. (4 pkt)] (nie obowigzuje na maturze 2021)
Oblicz, ile jest wszystkich siedmiocyfrowych liczb naturalnych, w ktérych zapisie dziesiet-
nym wystepuja dokladnie trzy cyfry 1i dokladnie dwie cyfry 2.

12. Rachunek Prawdopodobienstwa

Zadanie 1. [2014 czerwiec, zad. 11. (4 pkt)]

W urnie jest dziesieé¢ kul: 4 biate, 3 czarne, 2 zielone i 1 niebieska. Losujemy jednoczesnie
trzy kule z urny. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajgcego na tym, ze wsrod wylo-
sowanych kul nie ma kul w tym samym kolorze. Wynik przedstaw w postaci utamka zwyktego
nieskracalnego.

Zadanie 2. [2014 grudzien, zad. 16. (5 pkt)]
Oblicz prawdopodobienstwo warunkowe, ze w trzykrotnym rzucie symetryczng szescienng

kostkg do gry otrzymamy co najmniej jedng ,jedynke”, pod warunkiem Zze otrzymamy
co najmniej jedng ,,szostke”.

Zadanie 3. [2014 Informator, zad. 35. (5 pkt)]
Doswiadczenie losowe polega na tym, Zze losujemy jednoczes$nie dwie liczby ze zbioru

{1,2,3,...,12,13}. Oblicz prawdopodobienstwo warunkowe, ze wéréd wylosowanych liczb

bedzie liczba 8, pod warunkiem, Zze suma wylosowanych liczb bedzie nieparzysta.
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Zadania matura rozszerzona (otwarte)

Zadanie 4. [2014 Informator, zad. 36. (3 pkt)]
Niech 4.B bedag zdarzeniami losowymi zawartymi w Q. Wykaz, ze jezeli P(A4)=0.7

i P(B)=0.8,to P(A4|B)=0.625.

P(A|B) oznacza prawdopodobienstwo warunkowe.

Zadanie 5.[2014 Informator, zad. 37. (4 pkt)]
Wybieramy losowo jedng liczbe ze zbioru {1,2,3} 1 gdy otrzymamy liczbe #, to rzucamy #
razy symetryczng monetg. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania co najmniej jednego orla.
Wrynik przedstaw w postaci utamka zwyklego nieskracalnego.

Zadanie 6. [2014 Informator, zad. 38. (2 pkt)]
Niech 4. B bedag zdarzeniami losowymi zawartymi w Q. Wykaz, ze jezeli

P(A~B)=P(A)P(B),to P(AnB' )=P(A)P(B").

B' oznacza zdarzenie przeciwne do zdarzenia B.

Zadanie 7. [2014 maj, zad. 11. (4 pkt)]
Z urny zawierajace] 10 kul ponumerowanych kolejnymi liczbami od 1 do 10 losujemy
jednoczesnie trzy kule. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia 4 polegajacego na tym, ze
numer jednej z wylosowanych kul jest réwny sumie numeréw dwoéch pozostalych kul.

Zadanie 8. [2015 maj NF, zad. 11. (4 pkt)]
W pierwszej urnie umieszczono 3 kule biale 1 5 kul czarych, a w drugiej urnie 7 kul bialych

12 kule czarne. Losujemy jedng kul¢ z pierwszej urny, przekladamy ja do urny drugiej
1 dodatkowo dokladamy do urny drugiej jeszcze dwie kule tego samego koloru, co
wylosowana kula. Nastepnie losujemy dwie kule z urny drugie;. Oblicz prawdopodobienstwo
zdarzenia polegajacego na tym, ze obie kule wylosowane z drugiej urny bedg biale.

Zadanie 9. [2015 maj SF, zad. 11. (3 pkt)]
Rozwazmy rzut szescioma kostkami do gry, z ktorych kazda ma inny kolor. Oblicz

prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze uzyskany wynik rzutu spelnia
réwnoczesnie trzy warunki:

« dokladnie na dwoch kostkach otrzymano po jednym oczku;

« dokladnie na trzech kostkach otrzymano po szes¢ oczek;

« suma wszystkich otrzymanych liczb oczek jest parzysta.

Zadanie 10. [2016 czerwiec NF, zad. 7. (2 pkt)] 5 ;
Dane sg zdarzenia losowe 4,B < Q takie, ze P(A4) S i P(AUB) =7 - Oblicz P(B\4),

gdzie zdarzenie B\ 4 oznacza roznice zdarzen B 1 A. Zakoduj kolejno pierwsze trzy cyfry
po przecinku rozwini¢cia dziesigtnego otrzymanego wyniku.
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Zadanie 11. [2016 czerwiec SF, zad. 7. (4 pkt)]
Rzucamy czterokrotnie symetryczng szescienng kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo
zdarzenia polegajgcego na tym, ze otrzymamy doktadnie dwie dwojki lub doktadnie dwie
piatki. Wynik zapisz w postaci ulamka zwyklego nieskracalnego.

Zadanie 12. [2016 maj NF, zad. 6. (2 pkt)]

Wsrod 10 tysiecy mieszkancoéw pewnego miasta przeprowadzono sondaz dotyczacy budowy
przedszkola publicznego. Wyniki sondazu przedstawiono w tabeli.

Liczba 0s6b popierajacych Liczba os6b niepopierajacych
Badans gropy budowe przedszkola budowy przedszkola
Kobiety 5140 1860
Mezczyzni 2260 740

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajgcego na tym, ze losowo wybrana osoba,
sposrdod ankietowanych, popiera budowe przedszkola, jesli wiadomo, ze jest mezczyzng.
Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku nieskonczonego rozwinigcia dziesigtnego
otrzymanego wyniku.

Zadanie 13. [2016 maj SF, zad. 10. (5 pkt)]

W urnie znajduje si¢ 20 kul: 9 bialych, 9 czerwonych 1 2 zielone. Z tej urny losujemy bez
zwracania 3 kule. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze co najmnie]
dwie z wylosowanych kul s3 tego samego koloru.

Zadanie 14. [2017 maj NF, zad. 11. (4 pkt)]
W pudetku znajduje si¢ 8 piieczek oznaczonych kolejnymi liczbami naturalnymi od 1 do 8.

Losujemy jedng piteczke, zapisujemy liczb¢ na niej wystc;pujch a nastgpnie zwracamy
plleczkc; do urny. Te procedure wykonujemy jeszcze dwa razy 1 tym samym otrzymujemy
zapisane trzy liczby. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania takich piteczek, ze iloczyn
trzech zapisanych liczb jest podzielny przez 4. Wynik podaj w postaci utamka zwyklego.

Zadanie 15. [2017 maj SF, zad. 8. (3 pkt)]
W dwoch pudelkach umieszczono po pig¢ kul, przy czym w pierwszym pudelku 2 kule biale

13 kule czerwone, a w drugim pudelku: 1 kule bialg 1 4 kule czerwone. Z pierwszego pudetka
losujemy jedna kule 1 bez oglgdania wkladamy jg do drugiego pudelka. Nastepnie
losujemy jedng kule z drugiego pudelka. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania kuli
bialej z drugiego pudelka.

Zadanie 16. [2018 czerwiec NF, zad. 9.; SF zad.7. (4 pkt)]
Ze zbioru wszystkich liczb naturalnych o$miocyfrowych, w ktérych zapisie dziesietnym

wystepujg tylko cyfry ze zbioru { 0.1.3.5.'7, 9} , losujemy jedng. Oblicz prawdopodobienstwo

zdarzenia polegajacego na tym, ze suma cyfr wylosowanej liczby jest rowna 3.
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Zadanie 17. [2018 maj NF, zad. 9. (4 pkt); SF zad.4]

Z liczb oémioelementowego zbioru Z = {1, 2,3,4.5,6, 7, 9} tworzymy o$miowyrazowy c¢iag,
ktorego wyrazy si¢ nie powtarzajg. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajgcego na
tym, Ze zadne dwie liczby parzyste nie sg sgsiednimi wyrazami utworzonego ciggu. Wynik
przedstaw w postaci ulamka zwyklego nieskracalnego.

Zadanie 18. [2019 maj NF, zad. 6. (6 pkt)]
Rozwazamy wszystkie liczby naturalne pigciocyfrowe zapisane przy uzyciu cyfr 1, 3, 5, 7,9,
bez powtarzania jakiejkolwiek cyfry. Oblicz sume wszystkich takich liczb.

Zadanie 19. [2019 maj SF, zad. 10. (3 pkt)]
Ze zbioru {1, 2,3,4,5,6,7,8, 9} losujemy kolejno ze zwracaniem trzy liczby. Oblicz

prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze dokladnie dwie sposrdd trzech
wylosowanych liczb beda rowne. Wynik zapisz w postaci utamka nieskracalnego.

Zadanie 20. [2019 czerwiec NF, zad. 5. (2 pkt)]

W urnie znajduje si¢ 16 kul, ktére moga sie r6zni¢ wylacznie kolorem. Wsrdd nich jest 10 kul
biatych 1 6 kul czarnych. Z tej urny losujemy dwukrotnie jedng kule bez zwracania. Oblicz
prawdopodobienstwo wylosowania dwoch kul biatych.

Wpisz w ponizsze kratki — od lewej do prawej — trzy kolejne cyfry po przecinku skonczonego
rozwinigcia dziesigtnego otrzymanego wyniku.

Zadanie 21. [2019 czerwiec SF, zad. 10. (4 pkt)]
W urnie jest dziesie¢ kul rozniacych si¢ wylacznie kolorem: 4 czarne, 3 biate, 2 zielone

1 1 niebieska. Losujemy jednoczesnie trzy kule z urny. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia
polegajacego na tym, ze przynajmniej dwie z wylosowanych kul majg ten sam kolor.

13. Stereometria

Zadanie 1. [2014 czerwiec, zad. 10. (5 pkt)] (nie obowiqzuje na maturze 2021)
Podstawa ostrostupa jest kwadrat ABC'D o boku dtugosci 25. Sciany boczne ABS i BC'S
maja takie same pola, kazde réwne 250. Sciany boczne ADS i C'DS tez maja jednakowe pola,

kazde réwne 187.5. Krawedzie boczne AS i C'S maja réwne dtugosci. Oblicz objetos¢ tego
ostrostupa.
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Zadanie 2. [2014 Informator CKE, zad. 26. (3 pkt)] (nie obowigzuje na maturze 2021)
Dany jest ostrostup prawidlowy czworokatny. Kat o jest katem miedzy dwiema sasiednimi
§cianami bocznymi. Kat £ jest katem przy podstawie Sciany bocznej (tzn. katem miedzy
krawedzia podstawy i1 krawedzia boczna ostrostupa) — zobacz rysunek.
Wykaz, ze cosa -tg’ 8 =—1.

Zadanie 3. [2014 Informator CKE, zad. 27. (4 pkt)] (nie obowiqzuje na maturze 2021)

W ostroshipie prawidlowym trojkatnym krawedz podstawy ma dlugoéé a. Plaszczyzna
przechodzaca przez krawedz podstawy 1 srodek wysokosci tego ostroshipa jest nachylona do
plaszczyzny podstawy pod katem . Wyznacz objetos¢ 1 pole powierzchni boczne) tego
ostroshipa.

Zadanie 4. [2014 Informator CKE, zad. 28. (4 pkt)]  (nie obowiqzuje na maturze 2021)
Dany jest szescian ABCDEFGH (zobacz rysunek) o krawedzi rownej 1. Punkt S jest
srodkiem krawedzi DH . Odcinek DW jest wysokoscia ostrostupa ACSD opuszczona
z wierzcholka D na sciang ACS . Oblicz dlugosci odcinkow AW, CW i SW.

H G
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Zadanie 5. [2014 Informator CKE, zad. 29. (6 pkt)]  (nie obowiqzuje na maturze 2021)
Kwadrat ABCD o boku dlugosci 1 jest podstawa ostrostupa ABCDS. Odcinek HS jest

wysokoscia ostrostupa, przy czym punkt H dzieli przekatna AC podstawy w stosunku 2 : 1

(zobacz rysunek). Krawedzie boczne BS i DS maja dlugosé rowna 1. Oblicz objetosé tego
ostroshupa oraz dlugosci krawedzi AS 1 CS.

Zadanie 6. [2014 Informator CKE, zad. 30. (4 pkt)]

Dany jest szescian ABCDEFGH (zobacz rysunek), ktérego krawedz ma dlugosé 15 . Punkty
Q 1 R dzielg krawedzie HG i1 FG w stosunku 2:1, to znaczy |HQ| =|FR|=10.
Plaszczyzna 4QOR przecina krawedzie DH i1 BF odpowiednio w punktach P i1 S . Oblicz
dlugosci odecinkéw DP i1 BS.
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Zadania matura rozszerzona (otwarte)
. Oblicz objetosc¢ ostrostupa tréjkatnego 4ABCS, ktérego siatke przedstawiono na rysunku.

Zadanie 8. [2015 czerwiec NF, zad. 14. (5 pkt)]  (nie obowigzuje na maturze 2021)
Podstawg ostrostupa ABCDS jest trapez ABCD. Przekatna AC tego trapezu ma dlugosé 83,

jest prostopadla do ramienia BC 1 tworzy z dluzszg podstawg 4B tego trapezu kat o mierze

30°. Kazda krawedz boczna tego ostrostupa ma t¢ samg dlugosc 4+/5 . Oblicz odleglos¢
spodka wysokosci tego ostrostupa od jego krawedzi bocznej SD.

Zadanie 9. [2015 maj NF, zad. 14. (5 pkt)]  (nie obowigzuje na maturze 2021)
Podstawg ostrostupa ABCDS jest kwadrat ABCD. Krawedz boczna SD jest wysokoscig

ostrostupa, a jej dlugosc jest dwa razy wigksza od dlugosci krawedzi podstawy. Oblicz sinus
kata migdzy scianami bocznymi ABS 1 CBS tego ostrostupa.

Zadanie 10. [2015 maj SF, zad. 10. (6 pkt)] (nie obowigzuje na maturze 2021)

KrawedZ podstawy ostroshupa prawidlowego czworokatnego 4ABCDS ma dlugo$é a. Sciana
boczna jest nachylona do plaszczyzny podstawy ostrostupa pod katem 2¢ . Ostrostup ten
przeci¢to plaszczyzng, ktora przechodzi przez krawedz podstawy 1 dzieli na polowy kat
pomiedzy $ciang boczng 1 podstawg. Oblicz pole powstalego przekroju tego ostrostupa.

Zadanie 11. [2016 maj NF, zad. 15. (6 pkt)]  (nie obowigzuje na maturze 2021)

W ostrostupie prawidlowym czworokgtnym ABCDS o podstawie ABCD wysokosc jest rowna 5,
a kat miedzy sgsiednimi $cianami bocznymi ostrostupa ma miare 120°. Oblicz objetosc tego
ostrostupa.

Zadanie 12. [2016 czerwiec SF, zad. 12. (6 pkt)] (nie obowigzuje na maturze 2021)
Trojkat ABC jest podstawg prawidlowego ostrostupa ABCS, ktérego krawedZz boczna ma
dlugos¢ 10. Punkt D jest srodkiem wysokosci SO ostrostupa oraz |AD|=2+13. Oblicz

objetosé tego ostrostupa.
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Zadanie 13. [2016 maj SF, zad. 8. (6 pkt)]  (nie obowigzuje na maturze 2021)

W ostrostupie prawidlowym czworokgtnym ABCDS o podstawie ABCD wysoko$¢ jest rowna 5,
a kat miedzy sgsiednimi scianami bocznymi ostrostupa ma miar¢ 120°. Oblicz objetosc tego
ostrostupa.

Zadanie 14. [2017 czerwiec SF, zad. 7. (6 pkt)] (nie obowiqzuje na maturze 2021)
Podstawg ostrostupa ABCD jest trojkat rownoramienny o podstawie |AB| =b 1 kacie o
pomiedzy ramionami. Krawedz CD jest wysokoscig ostroshupa, a kat nachylenia sciany ABD

do podstawy ostrostupa jest rowny [ . Oblicz objetos¢ 1 pole powierzchni calkowite) tego
ostrostupa.

Zadanie 15. [2017 maj NF, zad. 9. (4 pkt)]  (nie obowigzuje na maturze 2021)

W czworoscianie, ktorego wszystkie krawedzie majg takg samg dlugosc 6, umieszczono kule
tak, ze ma ona dokladnie jeden punkt wspolny z kazdg $ciang czworo$cianu. Plaszczyzna 7,
rownolegla do podstawy tego czworoscianu, dzieli go na dwie bryly: ostrostup o objetosci

rownej 57 objetosci dzielonego czworo$cianu 1 ostrostup $ciety. Oblicz odleglos¢ srodka S

kuli od plaszczyzny 7, tj. dlugos¢ najkrotszego sposrod odeinkow SP, gdzie P jest punktem
plaszczyzny 7.

Zadanie 16. [2017 maj SF, zad. 10. (6 pkt)]
Przekatne sgsiednich $cian bocznych prostopadtoscianu wychodzace z jednego wierzcholka

tworzg z jego podstawa katy o miarach % 1 o . Cosinus kata miedzy tymi przekgtnymi jest

rowny 3 Wyznacz miare kata o .

Zadanie 17. [2018 czerwiec SF, zad. 3. (5 pkt)] (nie obowigzuje na maturze 2021)

Podstawg ostrostupa prawidlowego ABCDS jest kwadrat ABCD. Punkt M jest srodkiem
odcinka 4B, a punkt N jest srodkiem odcinka BC. Trojkat MNS jest rownoboczny 1jego bok
ma dlugos¢ m. Oblicz objetos¢ ostrostupa ABCDS 1 kat nachylenia $ciany boczne) do
plaszczyzny podstawy tego ostrostupa.
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Zadanie 18. [2018 maj NF, zad. 10. (4 pkt)]  (nie obowigzuje na maturze 2021)

Objetos¢ stozka Scietego (przedstawionego na rysunku) mozna obliczy¢é ze wzoru
V= %TtH(r2 + rR+R2), gdzie » 1 R s3 promieniami podstaw (7 < R), a H jest wysokoscia
bryly. Dany jest stozek Sciety, ktérego wysokos¢ jest rowna 10, objetos¢ 840w, a » =6 . Oblicz
cosinus kata nachylenia przekatnej przekroju osiowego tej bryly do jednej z jej podstaw.

Zadanie 19. [2018 maj SF, zad. 11. (5 pkt)]  (nie obowigzuje na maturze 2021)

Przekro) ostroslupa prawidlowego trojkatnego ABCS plaszczyzng przechodzaca przez
wierzcholek S 1 wysokosei dwoch $cian bocznych jest trojkatem rownobocznym. Krawedz

boczna tego ostroshupa ma dlugosé % . Oblicz objetosé tego ostrostupa.

Zadanie 20. [2019 maj SF, zad. 11. (6 pkt)] (nie obowiqzuje na maturze 2021)

Podstawa ostrostupa ABCDS jest prostokat ABCD, ktoérego boki maja dlugoscei |AB|=32
1 |BC | =18 . Sciany boczne ABS i CDS sa trojkatami przystajacymi i kazda z nich jest nachylona
do plaszezyzny podstawy ostrostupa pod katem o . Sciany boczne BCS i ADS sa tréjkatami
przystajacymi 1 kazda z nich jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod katem S. Miary
katow o 1 f spelniaja warunek: o+ £ =90°. Oblicz pole powierzchni calkowitej tego
ostrostupa.

34



Zadania matura rozszerzona (otwarte)

Zadanie 21. [2019 czerwiec NF, zad. 11. (6 pkt)] (nie obowigzuje na maturze 2021)

Podstawg ostrostupa prawidlowego ABCS jest trojkat rownoboczny 4BC o boku dhugosci 6.
Na krawedziach bocznych BS 1 CS wybrano punkty, odpowiednio D 1 E, takie ze |BD| = ‘C E |
oraz ‘DE ‘ =4 (zobacz rysunek). Plaszczyzna ADE jest prostopadla do plaszczyzny sciany
bocznej BCS ostrostupa.

Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

Zadanie 22. [2020 maj NF, zad. 14. (6 pkt)]  (nie obowigzuje na maturze 2021)

Podstawa ostrostupa czworokatnego ABCDS jest trapez ABCD (AB || CD). Ramiona tego
trapezu maja dlugosci |[AD| = 101 |BC| = 16, a miara kata ABC jest rébwna 30°. Kazda
Sciana boczna tego ostrostupa tworzy z plaszczyzna podstawy kat a, taki, ze tga = "2—’ Oblicz
objetosé tego ostrostupa.

14. Zadania inne

Zadanie 1. [2014 grudzien NF, zad. 6. (2 pkt)]
Dane sg liczby a, b takie, ze a—b =4 i ab="7. Oblicz a’b +ab’. Zakoduj w kratkach ponizej

kolejno, od lewej do prawej, cyfry setek, dziesigtek 1 jednosci otrzymanego wyniku.

Cyfra setek dziesigtek | jednosci

Zadanie 2. [2016 maj SF, zad. 1. (3 pkt)]

Niech log, 4 = a. Wyznacz log 55 49 w zaleznosci od a.

Zadanie 3. [2020 maj SF, zad. 1. (4 pkt)]
-1
Rozwiaz nierownosé (1 - 1) <1

X
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15. Pochodne

Zadanie 1. [2014 grudzien NF, zad. 9. (2 pkt)]

-

Funkcja f* jest okreslona wzorem f'(x)= A—-4 dla kazdej liczby rzeczywistej x # 4. Oblicz
X-

pochodng funkcji /* w punkcie x=12.

Zadanie 2. [2014 grudzien NF, zad. 10. (3 pkt)]
Funkcja f jest okreslona wzorem f(x)=x" dla kazdej liczby rzeczywistej x. Wyznacz

rownanie prostej stycznej do wykresu funkeji f*, ktora jest rtownolegla do proste) y =4x+7.

Zadanie 3. [2014 Informator CKE, zad. 12. (3 pkt)]

4
Dana jest funkcja f okreslona wzorem f(x)= % dla wszystkich liczb rzeczywistych x,

takich ze x # —+/6 1 x # /6 . Oblicz warto$¢ pochodnej tej funkcji w punkcie x =1.

Zakoduj cyfre jednosci 1 dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwinigcia dziesigtnego
obliczonego wyniku.

Zadanie 4. [2014 Informator CKE, zad. 13. (3 pkt)]
Dana jest funkcja f okreSlona wzorem f(x)=4x’-2x+1 dla wszystkich liczb

rzeczywistych. Uzasadnij, ze prosta / o rOwnaniu 10x—y+9 =0 jest styczna do wykresu
funkcji f.

Zadanie 5. [2015 maj NF, zad. 12. (4 pkt)]

Funkcja f okreslona jest wzorem f(x)=x’—2x’+1 dla kazdej liczby rzeczywistej x.
Wyznacz réwnania tych stycznych do wykresu funkeji f, ktore sg rownolegle do proste;
oroOwnaniu y =4x.

Zadanie 6. [2017 maj NF, zad. 6. (3 pkt)]

Funkcja f jest okreslona wzorem f(x)= xz— 11 dla kazdej liczby rzeczywistej x . Wyznacz
X"+

réwnanie stycznej do wykresu tej funkcji w punkcie P=(10).

Zadanie 7. [2018 czerwiec NF, zad. 5. (2 pkt)]

Oblicz wspoélezynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkcji f(x) = o
x—

kazdej liczby rzeczywiste] x # 1, poprowadzonej w punkcie 4 = (63{6) tego wykresu.

1’ okreslonej dla

W ponizsze kratki wpisz kolejno cyfre jednosci 1 dwie cyfry po przecinku skonczonego
rozwiniecia dziesietnego otrzymanego wyniku.

36



Zadania matura rozszerzona (otwarte)
Zadanie 8. [2018 maj NF, zad. 6. (3 pkt)]
Styczna do paraboli o réwnaniu y = Bxi-1w punkcie P = (xo, _vo) jest nachylona do os1 Ox
pod katem 30°. Oblicz wspolrzedne punktu P.

Zadanie 9. [2019 maj NF, zad. 5. (2 pkt)]
Oblicz granice

: 9’ +11n° n
lim| — e ——
nse\ Tn° +5n" +3n+1 3n"+1
Wpisz w ponizsze kratki — od lewej do prawej — trzy kolejne cyfry po przecinku rozwini¢cia
dziesietnego otrzymanego wyniku.

Zadanie 10. [2019 maj NF, zad. 7. (2 pkt)]
Punkt P =(10,2429) lezy na paraboli o réwnaniu y=2x"+x+2219. Prosta o rownaniu

kierunkowym y =ax+b jest styczna do tej paraboli w punkcie P. Oblicz wspotezynnik b.

Zadanie 11. [2019 czerwiec NF, zad. 7. (2 pkt)
Dana jest funkcja / okreslona wzorem f(x)= 25“,Y _29 dla kazdej liczby rzeczywistej x.
x° +

Oblicz warto$¢ f7(10) pochodne; tej funkeji dla argumentu 10.

16. Optymalizacja

Zadanie 1. [2014 grudzien, zad. 18. (7 pkt)]
Okno na poddaszu ma miec¢ ksztalt trapezu rownoramiennego, ktorego krotsza podstawa

i ramiona majg dtugos¢ po 4 dm. Oblicz, jakg dlugos¢ powinna mie¢ dluzsza podstawa tego
trapezu, aby do pomieszczenia wpadalo przez to okno jak najwigcej $wiatla, czyli aby pole
powierzchni okna bylo najwieksze. Oblicz to pole.

Zadanie 2. [2014 Informator CKE, zad. 14. (7 pkt)] (nie obowiqzuje na maturze 2021)
Rozpatrujemy wszystkie ostrostupy prawidlowe trojkatne, w ktorych suma promienia okregu
opisanego na podstawie ostroslupa 1 wysokosci tego ostrostlupa jest rowna 24. Wyznacz
promien okregu opisanego na podstawie tego z ostrostupow, ktory ma najwieksza objetosc.
Oblicz te objetose.
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7adanie 3 12014 Infarmator CKF 7ad 15 (7 nkf\]
Rozwazamy wszystkie prostokaty, ktorych dwa wierzcholki leza na odcinku 4B, gdzie

A=(-14) 1 B=(1.4), a pozostale dwa na paraboli o réwnaniu y=2x>+2 (zobacz

rysunek). Wyznacz wymiary tego z prostokatow, ktory ma najwieksze pole. Oblicz to pole.

Zadanie 4. [2014 Informator CKE, zad. 16. (7 pkt)]
Rozpatrujemy wszystkie trapezy rownoramienne, w ktorych krétsza podstawa ma dlugos¢ 5
1kazde z ramion tez ma dlugos¢ 5. Oblicz dlugos¢ dluzsze) podstawy tego z rozpatrywanych
trapezow, ktory ma najwigksze pole. Oblicz to pole.

Zadanie 5. [2015 czerwiec NF, zad. 16. (7 pkt)]  (nie obowigzuje na maturze 2021)

Rozpatrujemy wszystkie stozki, w ktorych suma dlugosci tworzgcej 1 promienia podstawy jest
rowna 2. Wyznacz wysoko$¢ tego sposrod rozpatrywanych stozkow, ktorego objetosc jest
najwieksza. Oblicz t¢ objetosc.

Zadanie 6. [2015 maj NF, zad. 16. (7 pkt)]  (nie obowigzuje na maturze 2021)

Rozpatrujemy wszystkie stozki, ktorych przekrojem osiowym jest trojkat o obwodzie 20.
Oblicz wysokosc 1 promien podstawy tego stozka, ktorego objetosc jest najwieksza. Oblicz
objetos¢ tego stozka.

Zadanie 7. [2016 czerwiec NF, zad. 17. (7 pkt)]  (nie obowigzuje na maturze 2021)

Rozpatrujemy wszystkie walce, ktorych pole powierzchni catkowitej jest rowne 2m. Oblicz
promien podstawy tego walca, ktory ma najwigkszg objetosc. Podaj te najwigksza objetosc.
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Zadanie 8 2016 c7erwiec SF. 7ad. & (5 nkt
Dany jest odcinek 4B o dtugosci 10. Rozpatrujemy wszystkie szesciokaty foremne ACDMEF
1 trojkaty réwnoboczne MBG, ktorych wspolny wierzchotek M lezy na odcinku 4B (zobacz
rysunek).

Oblicz stosunek obwodu szesciokata do obwodu trojkata w przypadku, gdy suma pol tych
dwoch wielokatow jest najmniejsza.

s
/—E\/\
A
\—/M :
C D

Zadanie 9. [2016 maj NF, zad. 16. (7 pkt)]

Parabola o réownaniu y =2—%x2 przecina os$ Ox ukladu wspoélrzednych w punktach

A=(—2.0) i B=(2.0). Rozpatrujemy wszystkie trapezy réwnoramienne 4ABCD. ktoérych

dluzszg podstawg jest odcinek 4B, a konce C 1 D krotszej podstawy lezg na paraboli (zobacz
rysunek).

2 -1 o 1

Wyznacz pole trapezu ABCD w zaleznosci od pierwsze] wspolrzednej wierzcholka C. Oblicz
wspolrzedne wierzcholka C tego z rozpatrywanych trapezow, ktorego pole jest najwigksze.

Zadanie 10. [2017 czerwiec NF, zad. 15. (7 pkt)]

Rozpatrujemy wszystkie prostopadlosciany o objetosct 8, ktorych stosunek dhugosci dwoch
krawedzi wychodzacych z tego samego wierzcholka jest rowny 1:2 oraz suma dlugosci
wszystkich dwunastu krawedzi jest mniejsza od 28. Wyznacz pole powierzchni calkowite)
prostopadloscianu jako funkcje dlugosci jedne) z jego krawedzi. Wyznacz dziedzing tej
funkcji. Oblicz wymiary tego sposrdd rozpatrywanych prostopadloscianow, ktorego pole
powierzchni calkowitej jest najmniejsze.

Zadanie 11. [2017 maj NF, zad. 15. (7 pkt)] (nie obowigzuje na maturze 2021)
Rozpatrujemy wszystkie walce o danym polu powierzchni catkowitej P. Oblicz wysokosé

1 promien podstawy tego walca, ktorego objetos¢ jest najwieksza. Oblicz te najwieksza
objetosc.
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Zadanie 12. [2018 czerwiec NF, zad. 15. (7 pkt)]

Rozpatrujemy wszystkie mozliwe drewniane szkielety o ksztalcie przedstawionym na rysunku,
wykonane z listewek. Kazda z tych listewek ma ksztalt prostopadloscianu o podstawie
kwadratu o boku dlugosci x. Wymiary szkieletu zaznaczono na rysunku.

le— 10-2x —3
74 / /14
/6 7 | // //

a) Wyznacz objeto$¢ V drewna potrzebnego do budowy szkieletu jako funkcje¢ zmiennej x.

b) Wyznacz dziedzing funkcji V.

¢) Oblicz te wartos¢ x, dla ktérej zbudowany szkielet jest mozliwie najciezszy, czyli kiedy
funkcja V osigga warto$¢ najwigkszg. Oblicz t¢ najwigksza objetosc.

Zadanie 13. [2018 maj NF, zad. 15. (7 pkt)]

Rozpatrujemy wszystkie trapezy rownoramienne, w ktéore mozna wpisa¢ okrag, spelniajace
warunek: suma dlugosci dluzszej podstawy a 1 wysokosci trapezu jest rowna 2.

a) Wyznacz wszystkie wartosci a, dla ktorych istnieje trapez o podanych wlasnosciach.

b) Wykaz, ze obwodd L takiego trapezu, jako funkcja dhugosci a dluzszej podstawy trapezu,
4a* -8a+8

a

wyraza si¢ wzorem L (a) =

c) Oblicz tangens kata ostrego tego sposrod rozpatrywanych trapezow, ktérego obwad jest
najmniejszy.

Zadanie 14. [2019 maj NF, zad. 15. (7 pkt)]

Rozwazmy wszystkie graniastostlupy prawidlowe trojkatne o objetosci V' =2. Wyznacz
dlugosci krawedzi tego z rozwazanych graniastostupéw, ktérego pole powierzchni catkowitej
jest najmniejsze. Oblicz to najmniejsze pole.

40



Zadania matura rozszerzona (otwarte)

Zadanie 15. [2019 czerwiec NF, zad. 15. (7 pkt)]

Dany jest okrag o srodku S 1 promieniu 18. Rozpatrujemy pary okregow: jeden o srodku S,
1 promieniu x oraz drugi o srodku S, 1 promieniu 2x. o ktérych wiadomo, ze spelniaja
jednoczesnie nastepujgce warunki:

= rozwazane dwa okregi sg styczne zewnetrznie;

» obydwa rozwazane okregi sg styczne wewnetrznie do okregu o srodku S
1 promieniu 18;

= punkty: S, S;. S, nie leza na jednej proste;.

Pole tréjkata o bokach a, b, ¢ mozna obliczy¢ ze wzoru Herona P =/ p(p—a)(p—b)(p—c).
gdzie p — jest polowg obwodu trojkata.

Zapisz pole trojkata SS,S, jako funkcje zmiennej x. Wyznacz dziedzing tej funkcji 1 oblicz

dlugosci bokow tego z rozwazanych trojkatow, ktorego pole jest najwieksze. Oblicz to
najwigksze pole.

Zadanie 16. [2020 maj NF, zad. 15. (7 pkt)]

Nalezy zaprojektowaé wymiary prostokatnego ekranu smartfona, tak aby odleglosci tego
ekranu od kréotszych brzegow smartfona byly réwne 0,5 em kazda, a odlegloéci tego ekranu
od diuzszych brzegéw smartfona byly rowne 0,3 cm kazda (zobacz rysunek - ekran zazna-
czono kolorem szarym). Sam ekran ma mie¢ powierzchnie 60 cm?2. Wyznacz takie wymiary
ekranu smartfona, przy ktérych powierzchnia ekranu wraz z obramowaniem jest najmniej-
sZa.

I 0.5 cm
brzeg
—  obramowanie
-— ekran

£ e
p A
= 3

[ 0.5 cm
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Zadanie 17. [2020 maj SF, zad. 10. (5 pkt)]
Dany jest kwadrat ABCD o boku diugosci 2. Na bokach BC i CD tego kwadratu wybrano -

odpowiednio - punkty P i Q, takie, ze dlugos¢ odcinka |PC| = |QD| = x (zobacz rysunek).
Wyznacz te wartos¢ x, dla ktorej pole trojkata APQ osiaga wartos¢ najmniejsza. Oblicz to
najmniejsze pole.

D XQ 2—x C

x
P
2
A B
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ODPOWIEDZI

1.Funkcja Kwadratowa z Parametrem

Lo 0E)-w 2(E9- ame(-gio0)u(s3) 45D

5.(-0;—2)  6.m€(=6,5—6) U (=6;—55) 7.<1;0) U (2 ) 8. (—; —3) U @%)

9. (-2 L u(-30> 10. me<2;3> 11. m=—~ m=
7 2 2 5 4
2.Wielomiany
1 1
1.—1;—5; 3 2.16,6 3. m=0,m= -3
4. a=-3;b=6;c=8a=6b=3;c—10;a=—-12;b =39;c = —28

5. x€(345) 6.m=—4n=24 x €< —3;1>U<4; ) 7.125 8.2, —g; 3 a=-5b=30

9.L=P 10. x €(—4;-2)U<3;00) x =—4x=—-2,x=3

1_\/5,1+\/§ = (1—\/5_3) U (1+2«/§ .

2 1
11. i 5 i ;0)  12.m=0m=-1m=1/ x=2 x=-3 x=>

3. Wykresy funkcji

1. xe(—00; =2 > U < 2; ) 2.% 3, —1<a<§ 4.1% <k<2

5.166 6. <0; 00) 7. ZW=(—00;3>

5. Ciagi
1.ay=7h-4  2.q=4 3.L=P  4.a=2b=5c=8 a=26 b=5c=-16
5.a=2 b=6c=18 a=18b=6c=2 6.a=3 b=12c=48 7.x,=1 8.n=37
4 20 100

9.(5—5, =) (4,12,36) 10.1=P 11.a=33b=11c=-11 a=9b=11c=13 12.3,7,5

13.{3,6,-12} {%% ,-?} 14.438 155 16.0,31

17. s=§ 18.10'° 19.143 20.3,6,12 ;-2,3,8
21.923 22.a,=10 23.187 24.17
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25. a=2 b=6 c=8, a=b=c=4 26. a,=5 r=3 b;=3 q=5 27.a=5 b=9 c=13, a=% b=9 c=g 28.ag=3

20487
t3

29 30.32769 n=15 31.a(4,11,18) g(4,12,36) a(18,11,4) g(18,12,8) 32. q=§

33. a=25b=10c=4 34.2,6,18,54,162,486 35.a;,=3

6. Funkcja Trygonometryczne

T 3w 51 7 7t 11m T 11w T 31 2
ILx=— x=— x=— x=— 2xe(—,—) 3.(&x—)-{z=} 4—+4n
4 4 4 4 6 6 6 6 2" 2 3
3 7 11w 3w T 5m 131 2T 4T
5 — ——— 6.x=—,x=—= 7.— — 8n — —
2 6 6 4 4 12 12 3 3
7T 11 191 23m 7T 11w 2T T
9.L=P 10— — — — 1l x=—,x=—,x=0,x=— 12.x=—
12 12 12 12 18 18 3 6
s T 7T 11
13. x=kmt lub x=§+2krt lub x=—§+2kn 14. x=0, x=m, x=2m, X=m X=—
7T 191 11w 23w nw3n w 3w 5w 7w b4 51
15. Xx=—, X=—, X=——, X=—— 16. xe{=,—,=,—,—,—} 17. x=—, x=—
30 30 30 30 2°2 7474747 4 6 6

7. Wartos¢ Bezwzgledna
17 16
1. xe<-11;-1> U<?;<><>) 2.n=107 3.575 4.(-o°;-4>U < o)
9 11

5. (-o0; 1> U <3; =0) 6.<-8,-2> 7.-13,5 8. (-o0; 3> 9'<'E; 5> 10. -10, 2

11. (-2;-1) u (3;4)

8. Planimetria

1. |AB| =7.5 |BC|=13,5-5V5 |BO| +15+4,‘/ﬁ z.i—j 3.97
) 253 _ 3 —1+V7 1447
4 1:5 5/145 6. /E 72 s
9.0 10105 1112V3 12.R=21
V341 . 43
13.72  14X3* 462 15120  16.n=18 17.3 18.2
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9. Geometria Analityczna
1.X,=2 y,=0 Xp= 5§ Yp= 2§ 2.51(1,1) S2(9,9), 8V2 3.5(2,5) y= (x-2)* + (y-5)*=25

4. 2V5-10  S.y=ox-Z B.R=1  T.y=267-4V7 y= 2 7+4T

8.C(612) 9.C (z; 13—4) 10.Y=0 y= %x 11.P=10,5

12.V= -%x +6 y = —%x +3 13.5(0; §) r= % 14. A (0,25) B(0,0) C(12,9)

15. B('T”,%) 16. a=6 17.3v10 18. (x-10)* +(y-9)? =153

11. Kombinatoryka

1.1050000  2.5994 3. 896 4.3778930
5. 44361 6. 6*5°+16*5* 7.3 8.18 9. 600
10. 147 11. 12960

12. Rachunek Prawdopodobienstwa

1.2 2.30 3. 1 4.0,625
12 6

5% 6.L=P 7.1 8 >
24 6 11

9. 120 10. 2 11, 2 12. 753
66 35 316

13.d=12 122 15. = 16—

190 16 30 699840
17. 51 * 6*5%4 18. 6666600 19. P(A)=% 20.3,7,5
7
21. P(A)=—
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13. Stereometria

_a_3* _a’V3, 2 - —@ —E
1. 2500 3.V=*tgL Pb== J1+4tg? a 4. |AW| =[CW| === [SW] =%
5.v=§ |A5|=%§ |c5|=§ 6.|DP | = |BS| =9 7.25 8.%5
9.2Y6 105=2=>bh=x 11.53ﬂ 12. 72V3
500 _ b3sin*atgB . b%sina 1 2tgB _V6 ™
13. 3 14.V= 24 (1-cosa)? P= (4(1—cosa) (1+ cosB \Z (1-cosa) 15. d= 6 16'4
o 9 19.32\/§
17.L=45 18— >, 20. 1416 21.18V2
22. 624
14. Zadania inne
1.210 2.2 3. (-0,0)u(0,5) U(1,)
15. Pochodne
3 67
1. " 2. y=4x- 3.2,9,6 5. y:4x+5 oraz y=4x-7
6. y= x—~ 7. 096 8. p(; Y3239 9. 952
2 2 6 36
10. b=2019 L2225
2601
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16. Optymalizacja

1. 12v3 dm? 2.v=5123r=16 3232 p28 4.10 P12
2
5. V=%7T 6.r=4 h=2\/5 V—Szm/_ 7. promieni podstawy , V= 2;/_ 8.3
0. C(E E) 10. Pc(a)=4a2+ % dla ae (1,2), dtugoéci krawedzi V3, 2%,?
11.r= JE H= \/E V= - \/E 12.2) V(x)= 8(11-3x)°  b) D: Xe(0;2)  €) Vinar=V()=or”
61T 31 3 61T 2 243
2V3
13. a) xe (1;2) c) 1 14. a=2, H==, P.=6V3
15. P(x)=6x\18 — 3x dla X (0;6),  Pro=P(4)=24"/6 boki: 10, 12, 14
16. 6i10 17. x=1 iP=§
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